
शैक्षणिक संदर्भ अंक १३७ ऑगस्ट - सप्टेंबर २०२२ 

 

Sin 90 = 1 का? 
(भाग – २) 

 

 

लेखक : प्रा. मनोहर राईलकर 
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Sin 90 = 1 का? 
(भाग – २) 

 

 

लेखक : प्रा. मनोहर राईलकर 

 

 

गेल्या लेखात आपण Sin 90 = 1 का याचे उत्तर काटकोन त्रिकोणाच्या बाबतीत त्रिकलो. 

त्रििालकोनाचेही तसेच असते का? एखाद्या गत्रणताचा िेगळ्या तर् हनेेही त्रिचार करता येईल का? 

 

प्राध्यापक : या मलुाांनो. यावेळेला काय शांका आणली आह?े 

शेखर : सर, तमु्ही ववशालकोनाच्या Sine करता काय करायचां ते साांगणार ना आज? 

प्राध्यापक : तर ! आता अगदी लहानपणी तमु्ही सांख्या वशकलात तेव्हा तमु्हाला कुणी 

नैसवगिक सांख्या असा शब्द वापरून सांख्या साांवगतल्या नव्हत्या. 
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मोवहनी : नाही सर, वरच्या वगाित गेल्यावर अपणूाांक, मग ऋण सांख्या आवण आता 

अपररमेय सांख्या असे नवनवीन अथि सांख्या ह्या शब्दाला का दतेात, ते कळलां. 

प्राध्यापक : बरोबर. तसांच कोनाचां आह.े सहासात वषाांच्या, पवहली दसुरीतल्या मलुाला 

कोन म्हणजे काय, असां ववचारलां, तर तो व ांतीचा कोपरा, पाटीचा कोपरा, वहीचा कोपरा, 

असां काही तरी दाखवील. कारण तोवर त्याच्या मनातील कोनाची कल्पना, वतथपयांतच 

पोचलेली असेल. पण, तमुची कल्पना त्याच्या थोडीशी पढुां गेली आह.े तरीही अजनू ती 

पररपणूि झालेली नाही. म्हणनूच काटकोनाचा वकां वा ववशाल कोनाचा Sine कसा काढता 

येईल, असा प्रश्न तमु्हाला पडला आह.े म्हणनूच गेल्यावेळी मी बनवाबनवी केली असां 

रेखाला वाटलां. 

रेखा : माझां चकुलां सर. 

प्राध्यापक : तझुां मळुीच चकुलां नाही. गवणतात तर नेहमीच अशी सांशयी वतृ्ती हवी. पटलां 

नाही तर मान्य करायचां नाही. अगदी वशक्षकाांच्या म्हणण्यावर सदु्धा आके्षप घेण्यात त्याांचा 

अपमान होत नसतो.  

ते अस ू द.े काटकोनाचा Sine असा का ह े त्या उपकरणाच्या मदतीनां पावहलां. पण त्या 

मागािनां ववशाल कोनापयांत जाता आलां नाही. वनदान तमुचां खरांखरुां पणूि समाधान होईल 

इथपयांत जाता आलां नाही. कारण आपण Sine A = sin (180 – A) का? ह्याचां चाांगलां 

स्पष्टीकरण मागच्या वेळी वदलां नव्हतां. आज दतेा येईल. 

मांदार : त्या करता काय करायला हवां? 
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प्राध्यापक : त्या करता आता आपल्याला कोनाचीच व्याख्या बदलायला हवी. मात्र, 

अगदी काटेकोर व्याख्या तमुच्या कके्षत येणार नाही. म्हणनू आपण ववज्ञानाचा आधार 

घेऊ. 

सशुाांत : मी सशुाांत. सर, कोनाची व्याख्या कशी बदलता येईल? 

प्राध्यापक : खरां तर बदलणां हा माझा शब्द योग्य नाही. कोनाच्या व्याखचेा ववस्तार असां 

म्हण.ू सांख्याकल्पनेचा ववस्तार केला की नाही? तसांच. असो. तर, तमु्हाला घषिण माहीत 

असेल. आवण हहेी माहीत असेल की, शेतकर् याचा पोरगा खाांबाला दोरखांडाचां वेटोळां 

घालतो, आवण त्याच्या मदतीनां माजलेल्या बैलालासदु्धा ओढून धरू शकतो. वकां वा एकटा 

खलाशी काही लक्ष टनाांचां जहाज धरू शकतो. कसां? 

रेखा : घषिणामळुां. 

प्राध्यापक : ठीक. आता पढुचा प्रश्न. वेढे वाढले तर घषिण कमी होईल की जास्त? 

रेखा : अथाितच जास्त. 

प्राध्यापक : बरोबर जास्त वेढे तर जास्त घषिण. आवण जास्त वेढे दणे्याकरता मलुाला त्या 

खाांबाला जास्त प्रदवक्षणा घालाव्या लागतील की नाही? 

मलुां : होय सर. 

प्राध्यापक : म्हणजेच जास्त कोनातनू विरावां लागेल की नाही? 

मलुां : होय सर. 
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प्राध्यापक : म्हणजे तमु्ही कोनाचा काही तरी वेगळा अथि लावलात की नाही? 

मलुां : होय सर. 

प्राध्यापक : काय लावलात? 

मांदार : खाांबा ोवती आपण वकती विरलो त्यावरून ठरवलां. 

प्राध्यापक : बरोबर. त्याच दृष्टीनां आता आपण कोनाच्या कल्पनेचा ववस्तार करू. आवण 

अशा कोनाांकरता वत्रकोणवमतीही कशी बदलत,े तेही पाहू. 

साधना : म्हणजे आतापयांत आपण वशकलेली आपली सगळी वत्रकोणवमती िुकटच का? 

प्राध्यापक : िुकट कशी? तमु्ही ऋण सांख्या वशकलात तेव्हा नैसवगिक सांख्याांचां ज्ञान िुकट 

गेलां का? म्हणनू वतचा ववस्तार करायचा. तेच साांगतोय. मात्र वतथां एक काळजी घेणां जरूर 

आह.े कोनाचा वकां वा वत्रकोणवमतीचा ववस्तार करताना मळुात आपल्याजवळ जे होतां ते 

िुकट घालवायचां नाही. नाही तर साधनाला वाटतां तसां आतापयांतचां ज्ञान िुकट जाईल.  

तर, त्याांचा मलू तू अथि तोच रावहला पावहजे म्हणजे नव्वद वकां वा मोठ्या कोनाांच्या 

वत्रकोणवमती गणुोत्तराांकरता कोनाची नवी व्याख्या वदली तरीसदु्धा लघकुोनाांच्या 

गणुोत्तराांचा, त्या नव्या व्याख्येमळुां वमळणारा अथि आवण आधीचा अथि याांत िरक नसावा.  

तर आपण व्याखचेा ववस्तार केला असां म्हणणां योग्य ठरेल.  

समजा कोनाची नवीन व्याख्या वदली. आवण त्याचा Sine म्हणजे काय तेही 

ठरवलां. तर नव्या व्याख्येप्रमाणां वमळणारा लघकुोनाचा Sine आवण त्याचाच पवूीचा Sine 

म्हणजे समोरील बाज ू ावगले कणि, याांची उत्तरां सारखी यायला पावहजेत. तरच कोनाची 
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मळूची कल्पना आवण त्याची गणुोत्तरां ह्याांचा आपण ववस्तार केला असां म्हणता येईल. 

नाही तर मग आधीचां िुकट जाईल. कळलां?  

शेखर : ते कसां करता येईल? 

प्राध्यापक : आपण आकृती काढू. तमु्हाला वनदशेक  वूमती माहीत आह ेना? (सगळे होय 

म्हणतात.) परस्पराांस लांब अशा दोन रेषा घेतात. आडव्या रेषेला X - अक्ष म्हणतात. 

आवण उभ्या रेषलेा Y - अक्ष म्हणतात. छेदन वबांदलूा आरां वबांद ू(O) म्हणतात. 

बाकीचां तमु्हाला माहीत असल्यामळुां 

अवधक चचाि करीत नाही. आता O मधनू 

जाणारा असा, समजा r लाांबीचा, एक 

रेषाखांड OP काढला. त्याच्या दसुर् या 

टोकाला P म्हण.ू आता मळुात हा 

रेषाखांड X - अक्षाशी, लाांबीचा ववचार सोडला तर, XO शी एकरूप होता असां समज.ू मग 

तो घड्याळाच्या ववरुद्ध वदशेनां विरू लागला आह,े असां समज.ू तो जसजसा विरेल तसतसे 

P चे सहगणुक बदलत जातील. आता मला साांगा, रेषाखांड मळुापासनू वकती विरला की 

तो कोन आवण P चे वनदशेक याांच्यात एकास एक सांबांध राहील? 

स्वाती : मी स्वाती. पण सर त्याची एक िेरी पणूि झाली की तो पनु्हा पवहल्याच जागी येईल 

आवण पनु्हा पढुां जाईल की. (प्रा. मान डोलवतात.) म्हणजे त्याांच्याांतला सांबांध एकास एक 

कसा राहील? 
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प्राध्यापक : नाहीच राहणार. पण ततूि ते आपण बाजसू ठेव.ू आवण िक्त एकाच िेरीला 

परवानगी दऊे. मग झालां? आता साांगा, की रेषाखांड OP वकतीपासनू वकतीपयांत कोनातनू 

विरू शकेल? 

सशुाांत : ० ते ३६० अांशातनू. 

प्राध्यापक : आता P चे वनदशेक (x, y) मान ूआवण कोनाला Z नाव दऊे. पढुां Z कोनाचा 

sine आवण cosine याांच्या व्याख्या cos z = x/r, sin z = y/r ह्या प्रमाणां ठरव.ू कळलां? 

आता असां पहा की कोन शनू्य पासनू ३६० पयांतच्या कोणत्याही वकमती घेत असला तरी 

आपल्याला त्याची sine आवण cosine ही गणुोत्तरां वमळतील की नाही? 

मलुां : होय सर, पण नव्या व्याख्येप्रमाणां. पण सर काही चरणाांत वनदशेक ऋणसदु्धा 

असतील. त्याचां काय? 

प्राध्यापक : अस ूदते. पण, ते नांतर पाहू. जेव्हा P पवहल्या चरणात असेल तेव्हा वत्रकोण 

OPD ह्या काटकोन वत्रकोणातनू वमळणारी Z ची म्हणजेच OPX कोनाची वत्रकोणवमतीय 

गणुोत्तरां तशीच, 

sin z = y/r = समोरील बाज ू/ कणि आवण 

sin z = x/r  = शेजारील बाज/ू कणि, अशी 

पवूीसारखीच वमळतील की नाही? इथां पनु्हा 

तीच आकृती दाखवतो.  

मलुां : होय सर. आलां लक्षात. म्हणनू ववस्तार झाला असां म्हणायचां ना?  



 
7 / शैक्षणिक संदर्भ अंक 1३७      

 

 

प्राध्यापक : होय आणखी एक मदु्दा. कोन शनू्यपासनू ३६० पयांत काहीही असला तरी,   x
2
 

+ y
2
 = r

2 
 ह ेपवूीचां वनत्य समीकरण सदवै सत्य असल्यामळुां r

2
 नां  ागल्यास,  sin

2
z + 

cos
2
z = 1 ह ेसतू्र आपल्याला कोणत्याही कोनाकरता वमळतां. 

स्वाती : पण सर, यावरून ववशालकोन वत्रकोणाकरता के्षत्रिळाचां सतू्र तेच राहतां ह े कुठां  

आपण दाखवलां आह?े 

प्राध्यापक : दाखव ूना ते आता. खरां तर आपण sin (180 – A) = sin A इतकां  दाखवलां 

तरी चालेल. कारण मागच्या वेळी आपण तशीच व्याख्या केली होती. म्हणनू, ती तशी का, 

ते दाखवलां तरी परेुल. त्यापवूी तमु्ही आतापयांत न ववचारलेला एक प्रश्न sin 0 = 0 हहेी 

पाह्यचां आह ेना? 

मलुां : होय सर. 

प्राध्यापक : पण, तमु्ही कुठां  ‘का?’ असां ववचारलांत (मलुां गप्प राहतात.) हरकत नाही. 

आता तमु्हाला कळेल. कोन POX = 0 समजा. मग कुठां  असेल? 

मलुां : x अक्षावर. 

प्राध्यापक : मग त्याचे वनदशेक काय? 

मलुां : x = r आवण y = 0 असे असतील. आलां लक्षात. म्हणनू आता sin 0 = y/r आवण 

cos 0 = 1. आलां सारां लक्षात. 

प्राध्यापक : तसांच sin 90 चांही साांगता येईल. त्यावेळचे P चे वनदशेक साांगा. 

साधना : x = 0 आवण y = r. आलां लक्षात. 
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sin 90 = r/r = 1 

प्राध्यापक : आपण ववशालकोन वत्रकोणाचां के्षत्रिळ, म्हणजे सतू्र काढू. 

स्वाती : मी आकृती काढते. 

प्राध्यापक : थाांब जरा. मी वेगळीच आकृती काढतो ती पहा. POM = P'OM' 

घेऊ. मग साांगा P'OM' आवण ववशालकोन P'OM  ह ेपरूक कोन आहते की नाही?  

 स्वाती : होय सर, P'OM, 

P'OM' परूक आहते. वशवाय 

आणखी POM = P'OM' 

घेतलांच आह.े 

प्राध्यापक : जर P'OM = z मानलां तर  P'OM' वकती? 

मांदार : 180 - z 

साधना : सर माझ्या मनात एक कल्पना आह.े पण मला ते वसद्ध करता यायचां नाही. (पढुां 

बोल, अशी खणू प्रा. करतात.) आपल्या नव्या व्याख्येप्रमाणां एखादा कोन आवण त्याचा 

परूक कोन याचां Sine गणुोत्तर समान येईल का? 

प्राध्यापक : अग आपल्याला तचे हवांय ना? बरां P, P'ह्या दोन वबांदचू्या वनदशेकाांत काय 

सांबांध आह,े ते साांग ूशकाल का? 
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स्वाती : मी साांगते सर.  x' = -x (minus x), पण  y' = y 

प्राध्यापक : मग... 

साधना : आता आलां लक्षात. y' = y असल्यामळुांच दोघाांची गणुोत्तरां Sine सारखी 

येतात.  

प्राध्यापक : शाबास साधना ! अगदी बरोबर ओळखलांस. पण रेखा, आपण काहीही 

व्याख्या केली नाही, ह ेकळलां का? 

रेखा : होय सर. P, P' याांचे y - वनदशेक सारख ेआहते म्हणनू येतां ना? 

प्राध्यापक : बरोबर. आणखी एक. आपल्या नव्या व्याख्येनसुार वत्रकोणवमतीय गणुोत्तरां 

नेहमी धनच असतील असां नव्ह.े मगाशी तमु्ही कुणीतरी म्हटलांच. त्यामळुां िक्त 

लघकुोनाांची गणुोत्तरां ववचारात घेतली तर ती दोन्ही प्रकाराांत सारखी येतील आवण तशी 

यायला हवीतच ना? कारण आपण आपल्या कल्पनेचा ववस्तार करू पहात आहोत की 

नाही? आता cos 0 झालां, cos 90 साांगा. 

स्वाती : cos 90 = 0 

प्राध्यापक : बरोबर. कळलां ना सगळां? 

शेखर : कळलां सर. ह े स्पष्टीकरण मागच्या पेक्षा अवधक चाांगलां आह.े पण, सर ऋण 

गणुोत्तराचां उदाहरण साांगता? 

प्राध्यापक : ती तमु्ही सदु्धा साांग ूशकाल.  
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कारण आपली वत्रकोणवमतीय गणुोत्तरां P च्या वनदशेकाांवर अवलांबनू असतात आवण 

कोणत्या चरणात कोणते वनदशेक धन वकां वा ऋण असतात, ते तमु्हाला माहीतच आह.े 

साांगा पाहू. 

सशुाांत : पवहल्या चरणात दोन्ही धन. दसुर् या चरणात x ऋण आवण y धन. वतसर् या 

चरणात दोन्ही ऋण आवण चौथ्या चरणात y ऋण पण  x धन. 

प्राध्यापक : यानसुार sin आवण cos गणुोत्तराांची वचन्हां ठरवतील. आवण आता दसुर् या 

चरणात y धन असल्यामळुां sin गणुोत्तर धन आलां. त्यामळुां तर आपलां सतू्र वसद्ध झालां. 

मांदार : कोणतां सर? 

शेखर : अरे असां काय करतोस? sin (180 – A) = Sin A ह ेनाही का आपण दाखवतो 

आहोत? आणखी काय सर? 

प्राध्यापक : आणखी खपूच आह.े एकच साांगतो. मगाशी स्वातीनां म्हटलां की सांगती एकास 

एक नाही. पण ज्या दोन कोनाांतलां अांतर ३६० वकां वा त्याच्या धन वा ऋण कोणत्याही पणूि 

पटीत असेल त्याांच्यात िरक करायचा नाही असां ठरवलां, की कोणत्याही कोनाची म्हणज े

ऋण कोनाांचीसदु्धा गणुोत्तरां वमळतील की नाही? ह े मान्य केलां तर ३०, ३३०, ६९० 

ह्याांच्यातही िरक रहात नाही. घड्याळात, १३ आवण १, १४ आवण २ याांच्यात आपण 

कुठां  िरक करतो? म्हणजे ऋण कोनाांचीसदु्धा गणुोत्तरां वमळतील की नाही? खरां तर वाटेल 

त्या कोनाांची गणुोत्तरां वमळतील. जसे घड्याळात ऋण वाजत नाहीत तसे व्यवहारातही ऋण 

कोन येत नाहीत. पण गवणतात येऊ शकतात. पण ववस्तार म्हणजे काय कळलां ना? 
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मलुां : कळलां सर, चाांगलांच कळलां. पण आम्ही नेहमी अशा शांका ववचारायला आलां तर 

चालेल का? 

प्राध्यापक : अवश्य. शांका ववचारण्याचा तर तमुचा हक्कच आह.े आवण मला तर मलुाांनी 

शांका ववचारलेल्या आवडतातच. 

 

 

पिूवप्रत्रसद्धी : िैक्षत्रणक संदभव अंक ५५  त्रडसेंबर २००८  - जानेिारी २००९.  

 

 

§§§ 

 

लेखक : मनोहर राईलकर, गवणताचे प्राध्यापक होते. गवणत ववषयावर अनेक पसु्तके 

प्रवसद्ध, अवतशय रांजक पद्धतीने गवणत वशकवत असत. 

 

 

 

(कळीचे िब्द : त्रिकोणत्रमती, लघकुोन ि त्रििालकोन असलेल्या त्रिकोणांचे के्षिफळ 

काढण्याची सिेू, त्रनदिेक भतू्रमती, कोनाची व्याख्या, ऋण कोनांची गणुोत्तरे ) 
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